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Un cadlculo entre otros

Por qué un calculo deductivo

o es dificil determinar I' = F por medios semdnticos
e en légica proposicional, hay que estudiar un niimero muy grande (exponencial)
de valoraciones
e en la légica de primer orden, ni siquiera con esto bastaria

@ como alternativa, deducir por medios sintdcticos

e razonar sobre la forma de las férmulas
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@ axiomaticos

@ de secuentes

@ de tablas analiticas
°

de deduccién natural

En todo caso

@ se requiere que el cdlculo sea correcto y completo
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Un cadlculo entre otros

Deduccidn natural

@ sin axiomas légicos
@ con dos reglas de inferencia para cada conectiva

o introduccién
o eliminacién

@ con supuestos

v

La sintaxis de una demostracién: T[p — q,r A—=q]Fr A —p

1: p—gq premisa

2. rA-q premisa

3: -q /\elim2(2)
4: —p MT(1,3)
b: r /\elim2(2)
6: rA=p  Aitro(4,5)
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Un cadlculo entre otros

Metavariables

@ vamos a usar F y G que no son simbolos de proposicién: son variables sobre
formulas del lenguaje

@ mediante metavariables podemos razonar sobre conjuntos (infinitos) de
férmulas que comparten una misma forma légica
@ por ejemplo: =F A F agrupa
e "pAp, "qgANgqg; rAr; ...
o 2(p=g)A(p—a)i ~(g—=r)A(g—=r)i ~(r—=s)A(r—s) ...
e 2(pva)A(pVa) =(qVr)A(gVr); ~(rVs)A(rVs); ...
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Conjuncién

@ introduccién
F G

[/\intro] W

@ eliminacién
[Aelim1] lG [Aelim2] FrG

F G )
1. p premisa
2. q premisa
30 pAG  Aintro(1,2)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Conjuncién

@ introduccién

(Nl F G
intro F /\ G
@ eliminacién
| —F nG [Aelim2] FAG
F G

4

TlpAg, rlEp

1: pAqg premisa
2 p Nelim(1)

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es) Curso Ac. 2010/2011



El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Disyuncién

@ introduccién

[\/. ] - [\/. ] L
introl FVG intro2 FVvG
@ eliminacién
Vi) F—H G—H FVvG
elim

H

TlsAhn(pVq), p—-r, q—rlFEsA-r

1: sA(pVgq) premisa

2: pVg Neiim(1)

3 p—-r premisa

4: q— r premisa

5. ar \/e/,'m(2,3,4)
6: s /\elim(l)

7. sA-r Nintro(5,6)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Disyuncién

@ introduccién

[\/introl] m [vintr02] m
@ eliminacién
F—H G—H FVvG

H

[\/elim]

T[-s, pA(qVr)EpVs

1: pA(gVr) premisa
2 p Nelim(1)
3: P Vs \/intro(z)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Negacion
@ introduccién
F— GA-G
(el ——F
@ eliminacién £
[_‘elim] =
F

4

T[-p—qgA-q)lFp

1: —-p—gA—-g premisa
2: -p _‘intro(]-)
3: P _‘elim(z)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Implicacién

@ introduccién

F (supuesto) G

[_7intro] FoG
@ eliminacién
[ ] F— G F
] =
elim G

y

Tlp—q, q—r, pllr

1: p—q premisa
2. p premisa
3: q _)elim(]-r2)
4: q—r premisa
5 r —>e/,'m(3,4)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Implicacién

@ introduccién
F (supuesto) G

[_7intro] FoG
@ eliminacién
[ ] F— G F
] =
elim G

y

Tlp—q, g—rlFp—r

1: p—q premisa

2: g—r premisa

3: p  supuesto
4: q _)e/im(]-y?’)
5: r —>e/,'m(2,4)
6 p—r _)intro(3‘5)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Doble implicacién

@ introduccién
F—G G—F

[Hintro] FoG
@ eliminacién
[ ] F— G [ ] F—G
ol _ i
eliml F_.G elim2 G F

4

Tlp— —r, -r—p]lbpe —r

1. p— -r premisa
2. —r— p premisa
3: pr <_’intro(1,2)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Doble implicacién

@ introduccién
F—G G—F

[Hintro] FoG
@ eliminacién
[ ] F—G [ ] F—G
ol _ i
eliml F_.G elim2 G F

Tlp— (qAr), plFr

1: p<(gAr) premisa
22 p—=(gAr) —aim(l)
3 p premisa
4: qgAr _)elim(213)
5. r /\elim(4)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

@ se puede omitir el nombre de la regla que se usa, specificando tinicamente las
férmulas a las que se aplica

@ cuando se introduce un supuesto hay que mover la siguiente secuencia de
férmulas hacia la derecha, hasta descargar el supuesto con —jptr0

Tlp—(gqAr—s), rlEkp—qg—s

1: p—(gAr—s) premisa
2: p supuesto
3: qNAr—s (1.2)

4: q supuesto
5: r premisa
6: gnATr (4,5)

7 s (3.6)

8: qg—s (4-7)

9: p—qg—s (2-8)
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El cdlculo, en detalle: las 10 reglas

Premisas, supuestos y teorema de deduccidn

@ los ejemplos de las reglas de — han sido muy claros

@ ni las premisa ni los supuestos requieren demostracion, pero
e una premisa se afiade permanentemente a la teoria basica (de ahi T[I)
@ un supuesto se introduce en un punto de la demostracién y se cancela
(descarga) en otro punto posterior
@ lo que significa usar un supuesto es lo siguiente:
e “pongamos que F"
e ‘“entonces demuestro (usando F) que G”
o ‘“en realidad acabo de mostrar que si tuviera F como premisa, entonces podria
demostrar G"
e “por el teorema de tautologia, eso equivale a decir que he demostrado la
implicacién F — G (sin premisas)”
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Ejemplos

Tlp)Fq—p
Tlp—=(a—=nrlk(p—q)—(p—r)
Tl=p— —ql-(-p—q)—p
Tl-p— —ql-q—p
Tlp—q,q—rlEp—r
Tlp—(q—r)qlFp—r
TlpAgq—r,rAs—tlEpAgAs—t
TlpAg—rlEpA-r— —q
TlpVvg—r,s—plbs—r
Tlpng—r,=(pVr)—s,p—qlk-s—r
TlpVplEp

Tlp] = —=p

TlpVvg—rlbg—r
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Reglas derivadas

Las herramientas que tenemos

@ practicando un poco con la deduccién natural nos damos cuenta de que las
demostraciones

e pueden ser bastante largas
e contienen unos patrones que se repiten a menudo

@ entonces lo que se nos puede ocurrir es anadir unas reglas derivadas que
acorten las demostraciones
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Reglas derivadas

Tlp—q, rA-glFrA-p

T[r = (q A 5)1 _‘(q A\ S)] E=r 1. p—gq premisa
1. r—(qnNs) premisa ; rA—q ?Smsa
2: =(gAs) premisa -

4: P supuesto
3: r supuesto
. B q (1,4)
4: gAs (1,3) 6. A (3:5)
5 gAsA=(qns)  (24) S
6: r—(gAs)A=(gAs) (3-5) 8 p 7
7 =r (6) ) 9: , (2)
10: rA-p (8,9)

D. Zanardini (damiano@fi.upm.es) Curso Ac. 2010/2011



Reglas derivadas

Una nueva regla

@ podriamos acortar las dos demostraciones si tuvieramos una regla de caracter
general:

F—G -G

—

@ en este ejemplo, la regla es bien conocida y se llama MODUS TOLLENS
@ el nombre latin lo tiene también — iy, que se llama MODUS PONENS
@ las dos reglas se conocen y se usan desde hace siglos

[MT]
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Reglas derivadas

Ojo

@ si quiero introducir una nueva regla, tengo que dar una justificacién, y (en
este curso) tengo al menos dos caminos

la via “de la confianza”

@ demostrar el resultado con las tablas de verdad para proposiciones (en
este caso: que —p es consecuencia légica de {p — g, —q})

@ invocar un teorema de sustitucion (amablemente demostrado por
otros) para poder decir que el resultado es vélido para cualquier
férmula (en este caso: que —F es consecuencia l6gica de
{F — G, =G} para toda Fy G)

@ usar el hecho (también demostrado por otros) que la deduccién
natural es correcta y completa para pasar del nivel “consequencia
[6gica” al nivel “deducibilidad”
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Reglas derivadas

Ojo

@ si quiero introducir una nueva regla, tengo que dar una justificacién, y (en
este curso) tengo al menos dos caminos

la via légica pura y dura

@ demostrarlo directamente en deduccién natural, con una demostracion
con metavariables (en este caso: de T[F — G, =G| =F)
1. F—G premisa
2: =G premisa
3: F supuesto
4: G (1,3)
5: GA-G (2,4)
6: F—(GA-G) (2-5)
7. —F (6)
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Reglas derivadas

@ si quiero introducir una nueva regla, tengo que dar una justificacién, y (en
este curso) tengo al menos dos caminos

la via légica pura y dura

@ demostrarlo directamente en deduccién natural, con una demostracion
con metavariables (en este caso: de T[F — G, =G| F —=F)

@ también hay que apoyarse en un teorema de sustitucién

@ y también, si todo esto tiene que tener un sentido, hay que suponer la
correccion y completitud del cdlculo
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Reglas derivadas

Algunas reglas derivadas

[transitividad] F— i — : ol [transitividad] F < GF - :‘ — H
[modusTollens] #
[asociatividad] % [asociatividad] —E-"F/\A(g)/\/\HI-;
[asociatividad] % [asociatividad] %
SVIIY.L S —
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Reglas derivadas

Algunas reglas derivadas

[deMorgan] H [deMorgan] H
-FV -G -FA-G
[deMorgan] ~FrG) [deMorgan] “FV o)
[corte] ve F [corte] Fve =6
G (5
[corte] Fv G HvV —F
GVH
[implicacion] FF—:/ Z [implicacion] _\FF v g
= —
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Reglas derivadas

Intercambio

@ ya vimos el teorema de sustitucién

@ de una férmula F y de la equivalencia G < H se deduce F’ que resulta de
sustituir en F todos los G por H

Tlpe—r, g—s, s—tArlFg—pAt

qg—s premisa

Ss—tAr premisa
q supuesto
s (1,3)
tAr  (24)

p <> r premisa

tAp  intercambio(5,6)

pAt  conmutatividad(7)
qg—pAt (3-8)

R R N Y
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Reglas derivadas

Las herramientas que tenemos: conclusion

las 10 reglas basicas

las reglas derivadas que acabamos de introducir
el intercambio (que resume unas cuantas reglas)

y nada mas

también puede ser que se os pida demostrar algo sin usar las reglas derivadas

4
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Reglas derivadas

Acuerdos de notacidn

@ la forma gréafica de una demostracidn tiene que ser como en estas
trasparencias

@ el enunciado del teorema se puede separar de la demostracién por medio de
una linea horizontal
Tlp—r, q—s, s—tArlEg—pAt
1. g—s premisa

8: pAt conmutatividad(7)
9: g—pAt (3-8)
@ hay que declarar siempre premisas y supuestos
@ cuando esté claro, se puede omitir el nombre de las reglas usadas, pero nunca
se omita los pasos de la demostracién a los que una regla se aplica
@ si una férmula ya aparecié en la demostraciéon no hace falta repetirla; pero, si
aparece dentro del bloque que corresponde a un supuesto, entonces no se
puede usar después de este bloque
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Reglas derivadas

Acuerdos de notacidn

@ si la demostracidn sale muy larga, se puede separar demostrando un resultado

parcial y luego usdndolo en el resto

Tlp—qlF-pVgq

n: -g— -pVg (2-(n-1)) “tau”: TFqV g
n': g—-pVqg ((n+1)-(n-1)) m: qV-q

n'+1l: qV-gq “tau”

n'+2: -pVgqg (n,n’,n"+1)

@ el simbolo o nombre que se usa (paso n'+1) en la demostracién principal
(teorema) tiene que refirirse claramente al “nombre” de la demostracién
secundaria (/lema)

I |as premisas del lema tienen que estar contenidas en las del teorema
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Mas ejemplos

Tlp—=(g—=rlFg—(p—r)
Tlp—=qlbpVr—gqVvr

7—[—\q—>r7 t— —gq, ﬂ5—>—\q]|—t\/—|5—>r
Tlpv(g—r)—aq, plFq

T[-p— s, =pVr, r— ~t]k-sV-t
Tl(p—qg)At, (rVp)A—g, -t —s|kErAs

©0000O0CO0
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Mas ejemplos

TEpANg—p

Ttp—(q—p)
TH(pVa) < (qVp)
TE(p—=aA(g—r)—=(p—r)
TE=(pVq) < -pA-q
TH(p—=q)A=(rA=p)—(q— )
TE(pAg—r)—=(p—(a—r1))
ThE=(p—q)=pA-q
Tkp—(gA—g— —p)
TE(p—q)—=((p—r)—=(p—=qATr))
Tl(=p—=q)A(=p— —qg)]F p
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